Gasstromingen met hoge snelheden : Voordrachten jan.-febr. 1948 by Burgers, J.M.
STICHTING 
MATHEMATISCH CENTRUM 
2e BOERHAAVESTRAAT 49 
AMSTERDAM 
TC 5. 












-0 ::: P/ f k • oou;tante · '!. ~ • ( 1'2) . .. 
7vin\\t du.a de wet van Poiaaqn voor 1eentrop1ecbe toeatiUldaveraiu!eri-
~?::.,~f. ·:~-- .~_ ~ . ,":'" "·t_:. . 
\t~::Yan een enkel ,valae-elne.rrt .. 
i~c-i\ -,-"' . 
t~~.\}Warmeer: alle volQme-olementen oorepronkelijl( eeneeltde temperatuur; 
~~- ·_ . . - .. 
-en 41Ch'theid n,bben bezetten en door uitsluiten4 adiabatiache en 
l'hl.LU.J8 t. dus Jaen1.ro:}?1aohe toeatandsversnderingen in hut.l tegemroo:r-
: iJ tooatand aijn gek-omen, ia de grootbeid 0 voor het geheie gas een · · 
}t~e{dezeltd.e voor al.le· vol~e-i~nten)., Ket 4.eao ondei-etollina' 
-. .. -
-voorlopig W'drd.eri gerekend;. Zij .mag -ecb~er -Iii.et word.en toegepaatg 
.. ' - . ," ~- . -,, 
- ~ 
,Jil.a ~.bet gas· niet uit eell oorapronk.el1lk bomosene toestand Jtomti -' 
,,•'' • •- ~ • ' • ' • e 
- •' 
· :~er:.p,oor be'.t .. _ vereoh1J,nen van druksprongon entropievel"ander1fiae-n _-
~ ., 
;be:paalde volume.,.elementen- plas.ts griJpen. •. De be.b~el1ng van de . . 
~:~s·>/~~:--~, :-.--" n .: - • ~ 
J.:•i'i-wttrdt der.halve voorlopig geb&f!eerd op: de voigende 'vergelij-: -·· 
":)·~ - 'atl (;:, v.u 3-t + u ~x := - , =a·-~-
., •• (I)-
.; .. ,.(.II)' 
, P=. 0f k 
... ~~(_III) 
,·-0 -= co~ttuite voo,r !iet gebel~ gu(I 
,- __ -;.--<,• 
·.-.::."~~ 
' ~---~~\;.:~~~j~i 
- -2>0 ... '. - -.. -. : -~ fr< .au . 
-...;l.;.:.;::,.-- 4> _, 
· · · .. .c} t _ - · 0 - • - o X - --- -,' . .......... 
'1-; 
. ie ~i~on4are,.,_o;e~qesiag, g,;:, V:!£.6~1J..JltJ.!!ien. (IVt .!~.;-' .~epo!Jti~ppg;vp.n een ~~ 
-. ~ . . I 
-!!,tXVORdia_:~trY!-},_ Y!U11 eJR51Pi!1;i~ ~ 
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• ,,., L •' 
wa:ar h-1 ~ ~ I ( ·1 - e) . ( ~ '. get.al L 
Stel •"i...,:'! ... f'YJ ~~ f.l__~,.,-- • • De vergelijk.iT~ ge.at ovc1·· in:1, 
,. . 
a) .. Beechouw nu eerst de verge;.t:i.jking 
{ ·11 ~ f) / ··"t1,)~8· -·- ,,.,u -1--V,-, . .f ~j,, "Y"'& = r:J 
I " I. / l 
Differ~.n'tie~r deze reap., naa.l"· "'7 en naar f) ;; 
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Men v·~rk.r1Jert' d'u.a voor- N-., • :reap .. voor· w8, esn ve:rgelijking ?ail hosere 
.. 
rang., 
!'t.,)~ NeeJn tha.ns _r z ·v • 1., 
( ?J ~ & J -111-, t; ·- w'? .,1, w.,.i :;· L,.. t' ~1 ·- lJ;' IA/ !.. t) 17 ! - y¥' - r,,p.;;:; 
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;l:t\ln· d 1 t 
t:.:.}·_;','•a s 
;~:~~1v-0r"11 a.an van een gj-sop11tJr.tue i6.2]..f ("shock wave") a welke me·t een sneJ..~ 
(f.~f;id J ( s1•0ter da,n _de geluidasnelheid i.n he-t ongestoorde . gas) voo::;-t-
i:,,.~;~-\::J ... :i·;_ ... - .' • I , . • • 
:~t'?-e>opt". Het ~iscontinue _ golffront acheidt twee toeete.r!~er.i J- " _f -~ C.f, .. 
', ' 
tY(tin.k~ van het fl'ont) en A , ,?, .(reohts ervau) niet de snol.heid 0 .. ~1-0:c:·.= f;f/' ... 
~.i.::tuaeen 'best~it hEtt verlw.nd~ 
k P. ___ ,_ .. ~ ,..__, .--,~ 
I _fY ~ .. --· / J 
·Cl. / /! ·-· ~-J -::;:..- ,:::, f l ~ h ..... , ., I ; ,, 
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12, l~xnana ie YSJl ee:n 'Vert tea.le ga.ek ;;,1 lc•.:ll ~M.tL 
........ •·i I Iii tl :,it Iii - iii •~~---..~--~-,.,.-, 
-De beweg1J'.lgevergel1Jk1ng (II) van par~ 1. b • 
vu.ld met de zwaartekraoht e.n krijgt de vorm: 
&+ b' PU* - ..L ~. -, 
~t · ~Jf P ,z 
we.ar thana .I is gesohreve~ 1n de plaats van C" Bet stelsel ( IV) var, 
blz. 4 gaat over in: 
{/-r /u=r a/~11 {u:t k~,-}s-/ 
(a) Oploeaing 'f'OO"r een gaaltolom in l"UJSt. 
(b) !r8ll8forme;tie. Stel 
,.,- .i. • > . . I ..LA . ,,,..,- " . + q_ -t 
. (., .:. ~ " !, =i;. z + 'if J;, ~ -- :: - '. 
Dan gaan de v-ergelijkingen ( IVa) over 1ni 
J~+ (w.t:~~~J (w.:t :'!;l)-;.o.· 
" .... (Ila) 
Bierop luim weer de trana,onaatie worden toegepa.st, gegeven ill pare 5 
eQ 6 {bl,_ .. b en / ) , tot en met vergel1jk1llg (VI); deae lu1dt thar.uu 
1>'r 2- ( ?r ? ') · . 
·. ,;~ =,e - ?J- li. r, -. _.fl ~ o . 
!J,. isV99£!!:!:Edffl (geval k • 5/3J voorts ;ls geeohreven a0 = 1/-. ) .. 
- . . 
A• Grenel13n tegen·he't gas in :rust (fig. 4): . 
. it 
a = J/ at- JI z ::- a,,+ ~ I t - f r c;( + I t: I)· ~ = - f « i: - ff 
J 
!• Begin der bewegil'l8: 
j Z I 
."? = r_ 7 - ~ ~ 
·2 111( o( ) t 1ocp1i van - :r (a• :J ~ a.0 
' ,~J /r .. tf. ~~~ ~~; ,. f~1>t ~- ~' ~ ~ot' + (X/' : ' ' 
Looi> ·qa. 4• genalijaen . in ee~ ?J , '/} -vlak (de f1g.. 5,) • 
. ,.. .. 
--
- ' ' M@n heett voor een volume-element van bet gas: . 
'1.z.s "1 == ·_ &+ 7Z -· ttf = l~."':.. ?/1./{0f,.._ :1. B"'J+,?J .._f_ . 
di .. 2 : , . ,_ / f ~ 'J )l . . 
Voorts ·1,u · ; tJ{ ·_,_, IJ ( · rl tJ 
5 ~ T lfi't!Z ~ - W= ()+_?J,,. 1l Ji (J , 
d~ • d8 Z . . 7f + I,> • ·Iv ·. 
~.'l 
. .3 J 
,raar. if"i be~rekking be~ft op de &fb.eelding van een etroombaan :,1:n · · 
· bet .,·~ P -vl&k~ Bieru.it_ wordt verltregen: 
1P:: 0 ~ v- s~,;.; 2 &z.0( t.""" ¥ & 12 ': J.,.... 30("" ... '..-., 
d7 . t9'1_ ·r s~1 + 6 ez'>J2-- ¥ GJ7 ()(i 2 «; ~J c;<Y 
waaruit door_ int~gratie volgtt. 
-I LJ5'_ t'J'I ·· "LJJ· 2, . · Lll- 2.. Ll/ ~ J. 2.) Y. 5 17 C7 7 ../- :i_ t7 7 - 2 17 J -f>( + ,u l .1,ot - :2 o/ ()( / + J 7 (){ >-c 
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; memo aan/to 
~ van/from: 
~-a-fd-/se-ct_: ____ da-tum-/da_t_e: __ _ 
Voordra~ten Mathematisch Centrwn Amsterdam.Jan.-Febr.-19',.8. 
· ·~111ti:s>mingf!D mat . .bas:c :Nl.Vl.J1t'1!Hli.. 
Door J.M.Burgers$ 
•. J,6.. De formulea verkregen voor -C: en · ~ als functies van & en o/, 
tez~men met d~ tor-mule •oor d~ afbee.ld1ng dsr stroom.banen 1n het o/ • fJ 
-vlak ·en d~ tol'11lUJ.e voor /.t. ·make:n h•t mogel1Jk tot een voo.rlopige be-
sichriJvirlg te koaen .tan de beweg1ng van het tt•s b1J grote 7!' .. Het is aehter 
n1et zeker ot d~ae baschr1Jv1ng een juist baeid van de3e beweging geeft,aan=. 
gez1en e-en ·nadere besehouwing der toi,nutes toont,dat ind~ aan~angsstad!a 
Nke~e singulariteit~n optreden 1 
Men vindt. door d1ftei-imt1at1e: . . 1.. . y 
~" !1:..- r. ~:Z.t. ~;_; !01.: 'l 7: 2 C( - -: "' • 
'2.E =- 0 1.1_ r.~~:z ~ 6 €.:11"4--:. .. ~.8_7 ~ ~- z 2 ·~~ s 0( y 
7JIJ 'l tt;- J j.Y 
terwijl 
, ~ =- 1~,/'./ u/ 1£ 
·fp, . . tv7 
~t" 
· ·. :Hieruit volgt,dat 
'11 
voor l)-= ot 
( kt>omme ,4 D F in ht' t · 
Voo~ts wo,rd~n 1...r 
"iJG 
ind~ punten van kromme: 
I 
(6 f)l_ /4o< 2}7 ~ .. ~ V ( 0 3-+ 
· (Kromm~ A[DA in het 17i (l- ... vlak}.; 
Coord1naten van-ll.,.: 
?r: /w ... &L} -
.... ' It"".\ ./'l Uc, . 
en ~veneens ,,behal11e 
cnei.nd1g wo?'d.t) 
C~rdinaten van..11 
P= "1, o< ; "?= -J: ~ 0( j 
Het nul word@Ul van ft' 
.,,.. ~-
(. -
betekent dat. !n het •. (,, 'C ... vlak 
d~, ku-.kie:rist1•ken . o/ = constant@i en de, stroombsan lftQ. k~inum.1:r '!9-rtonen .. 
Pit is tys1,sch niEtt mogel1Jk .. In de werkelijke bew@giaymoet dan een fV.fl£QO= 
· . l:10\11. overgang optreden. 
· J.1. Men kart dit toeliehten door gebru1k tf'. maken van reeksontv1kMl1ngen,gel• 
-
. dig ind~ naasui omgeving van het punt l, waar dit verschijnsal het eerste 
optreedt., St.lt. men ter vereenvoud1g1ng {)( = 1', 9 ~ , 9dan ziJn de beg1nter-
men d@zer. reekse~ ( '1 , & , S' ~ "'t'"' allE! gesteld van at E ): 
I l V = , - 9 + ·'- :l 9 7 ... 
l . 
r:1..74~0-vn&..,J·· 
~ = £ v;.~ 1 + ~ rr e 3_ !f r; 7 .. -3 . . J . 
Dflt eersttt ver-ge1.1jktng geett me.t f' e constant. de ttstroombanen9i <, ts nul 
"loot" d~ door i. ga~d• baan ... ). 
' -
In de (n1et cp sehaal getekende) flg~6 stellen d~ ltJnen I, II, III 
drie "stroombanen°. voot,t'esp. voor l<o; t ff o, t .>O. De kromme .Ji cF 
bepaal.d do:; "J" f fl-a~tt d;, pwite11 waar If . 811 i; nul 
vorde:n { .. ~ langs de st~oombaan genome11twofdt bier oneirsd!g),. 
Elimine~rt men ult de bovenstaande vergelijkingen I) ,dan wordt ver~ 
. ' 
kregen: 
(steeds met ee.n be~rkte graad vsn ben&de.ring,zoals overeenkomt, ms·t, de 'Veln1"" 
g~ termen gebezigd in bovanstaand@ reeksen)4 
Men kan h.1eruit afleidf.tn dat wannee~ men e'tln "'stroo:mbaan•~ volgt met een pos!. 0 
, :zoals lll ii dt:t baan in het s, y.,, ~vlak. ee~ bepaald stttgment Jx 
• 1· •' .. •· ,· . ·11 ' .... 
~ • t 
i,t' -:Cllefiri,·teruc.weer _been)~ 
\1,\i'·~:\.,.,_ ......... ·. . . . . . . . ' . . ' . . . .·. 
"\~~,::,te·:'l.~N144•tl•:aoet --.1~ het "YJ; I::· '!"Yl~t een sp~Jl8 ••n •an het .. 
:ii:-~ . .Q . Cop d~ ,Uabool: 11 fl/. V: 'Ii>,.- gel~~tn)_ .. De ~proog .b·Jl ~~--~ 
.:·_,: .. ;,MIA· •P-: tn · T . ·•n ~ f'd.Oeb wl- 1a· ~ -~• .. e en bepaalt l\et .. 
. ·,,,;·ii: • • ,l .• ~ • • • ' • • : 
''·-1•~ •an _.n 41~~t1mle_·golt 1n • veMt•lJJke 1»ne11ag. 
. . . . •. . . .. . . . . 
<':~arlenp van cl• strooaball8n ln h~t (, '%" •. •vlak,nsp. lJl bet.~+ ~Ylalt: .11 · 
.. ·. ·tieeh ·aange~eve11 ln :r:11.~ · 1a,?b·. Hier ·-1• ·reken~ geh~ud•~ •i ·de -~~~qng: 
~t~:\~· :;:·.·· .. , . . .,· . ' ' ' . . '. ' \ '. . ' . . . 
':!#>::~ .. ;~lktt 'ln bQven•---·. benader1~stotati1es-·YOOr .. ' en·- f · nog 
'.\l_',:•", • I ., , •. 
i~~~t_.~tot it1 t1Qg ~t~. 
f!\2··_· 
• 
.. 
